USTHB-Faculté d’Informatique 2024-2025
2¢™ année Licence Acad (A, Bet C) et ISIL (A et C)

Examen Logique Mathématique

Exercice1: 6 pts(1,5-1,5-1,5-1,5)
Montrer les déductions suivantes dans le langage £p(V, —, A, =) avec avp =get —(—oA—P) :
1. P5QVR, QS |—P-SWR
2. PvQ-R |—(P-R)A (Q-R)
3. 3XPO)AQ (X), VX (P(X)>—Q(X)) —3x —P(x)
4. 3IX VY =P(X,y) |— vy 3Ix =P(X, y)

Exercice 2 : 6pts ((0,5-0,5-1)-0,5-1-2-0,5)

Dans cet exercice, on démontrera la déduction suivante en utilisant 1’algorithme de réfutation
adapté aux formules de la logique des prédicats :

¥x (P(x) v Q(b)>Vy R(xy)), (VY Q(Y))vP(a) |—3x (P(x)v3yR(x, y))

Dong, il faut montrer que ’ensemble des hypothéses et la négation de la conclusion est
inconsistant et on a dans ce cas 1’ensemble I' suivant :

I'={al: VX (PX)vQ(b)—>VYy R(x,y)), a2: (VyQ(y))VvP(a), a3 : =3Ix(P(X)vIYR(X, y)) }.

Pour commencer, il faut mettre les formules sous forme prénexe. Une formule est dite sous
forme prénexe si elle est de la forme : Qix1 Q2X2 . .. QnXn @ OU chaque Qi est un quantifieur
V ou 3 et ¢ est une formule sans quantifieur.

Pour obtenir la forme prénexe, on utilise les équivalences suivantes :

—3X a(X) = VX —a(X)

. (YxaX) vp= VX (ax)vB) x non libre dans
o v IXPX)= I (o v B(X)) x non libre dans o
a—> VX B(X)= VX (o — B(X)) x non libre dans a

oo op

Donner les formes prénexes des formules de T'. Soit T'1 I’ensemble obtenu.

Donner T2 I’ensemble des formules de I'1 en éliminant les quantifieurs.

Rappeler les clauses de I’algorithme de réfutation des connecteurs v et —.

Appliquer I’algorithme de réfutation sur I’ensemble des formules de I'2 en considérant
que chaque prédicat applique a des termes (c-a-d chaque formule atomique) correspond a
une variable propositionnelle.

5. Pour quelles valeurs de x et y, I'2 est inconsistant. Justifier votre réponse.

Awbhe
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Examen Logique Mathématique

Exercice 3 : 8pts ((0,5-0,5-0,5-1)-(1-1-1,5)2)

Soit L un langage du premier ordre avec égalité contenant :
e Trois symboles de prédicats E et P d’arité un et S d’arité deux ;
e Unsymbole de constante a ;
e Trois symboles de fonctions som et moins d’arité¢ deux et carré d’arité un.

On définit pour L I'Interprétation | telle que :
e Domaine d'interprétation : Z (I'ensemble des entiers relatifs) ;
e I(E)(X) ="x est un Entier positif"

I(P)(x) ="x est imPair";

I(S)=">"

I(moins)(X,y)=x-y

I(carré)(x)=x*x

I(som)(x,y)=x+y

I(a)=1.

1) Ecrire dans le langage L les phrases suivantes :
1. "Le carré d'un nombre impair est impair".
2. "Un nombre x est impair ssi il existe un nombre Kk tel que x=2k+1"
3. "Tout entier positif impair est la différence de deux carrés".
4. Le carré de lasomme de deux nombres quelconques est strictement supérieur a la somme
des carrés de ces deux nombres.

I1) Etudier pour I’interprétation I la validité/satisfiabilité des formules suivantes :
1. a1= VX vy (P(X)A =P(y)—P(som(x,y)))
2. a2=—P(som(x,som(x,a)))
3. a3=S(X, y) A moins(carré(x), carré(y)) =z — P(z2)

111) Soient " un ensemble de formules de la logique des prédicats et o une formule de la logique
des prédicats tels que I |— o.. Peut-on trouver un modéle pour I’ensemble I" qui ne soit pas un
modéle pour o? Justifier votre réponse.



